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1 平均距离问题

在几何图（边权 d可以看作一个度量）(V, d)中，时常需要计算平均距离
∑

p<q∈V d(p, q)/
(|V |

2

)
.

Indyk [1]提出了如下的次线性算法：

1. 独立同分布地以概率 s
m
采样每一条边，得到一个期望大小为 s的边合 S（n,m分别

是顶点数和边数, s := an）。

2. 计算这些边的平均权重。

由 Markov不等式，该随机算法的时间复杂度以很高概率为 O(s)，主要用于计算算法的第

2步。我们的目标是，提出误差为 δ的次线性算法，这就需要我们设计 a的取值。

令 ∆为这个图的最大边权。不失一般性，假设最小的边权为 1（可以让全部的边权除

以之，最后得出结果再乘回来）。对于 0 < ϵ < δ,我们取 c = 1 + ϵ, Ii = [ci, c(i+1))（这里的

上标是指数）。我们按照边权在哪个区间来定量分析：ni定义为边权落在 Ii的边的个数，si

定义为 S 中边权在 Ii的边的个数，Ã =
∑

i c
ini, A

′ =
∑

e∈S d(e), Ã
′ = m

s

∑
i c

isi. 换句话说，

我们用区间的端点取值去逼近真实的平均距离，从而有 A = (1± ϵ)Ã, A′ = (1± ϵ)Ã′. 故而，

为了得出平均距离，只需证明 Ã′ 能近似拟合 Ã. 注意到 Ã = EÃ′，由切比雪夫不等式，为

逼近 A我们只需让方差 D2(Ã′)尽可能小。

回顾概率论中有指示函数 1X (x) =

1 如果x ∈ X ,

0 如果x /∈ X
. 从而有 si =

∑
e:d(e)∈Ii 1e∈S . 由于

每条边的采样是独立的，且每条边仅可能落在一个区间 Ii内，可知 {si : i ∈ N+}是一组独
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立随机变量。因此，

D2(Ã′) =D2(
m

s

∑
i

cisi) (定义)

=
m2

s2
D2(

∑
i

cisi) (提取系数)

=
m2

s2

∑
i

D2(cisi) (独立变量的和的方差)

=
m2

s2

∑
i

c2iD2(
∑

e:d(e)∈Ii

1e∈S)

=
m2

s2

∑
i

c2i
∑

e:d(e)∈Ii

D2(1e∈S) (同样是独立变量的和的方差)

≤m2

s2

∑
i

c2i
∑

e:d(e)∈Ii

E(12
e∈S) (对任何随机变量X,D2(X) = EX2 − (EX)2)

=
m2

s2

∑
i

c2i
∑

e:d(e)∈Ii

Pr(e ∈ S) (对任何事件 X ,恒有E1X = Pr(X))

=
m2

s2

∑
i

c2ini
s

m
=

m

s

∑
i

c2ini

现在，可以应用切比雪夫不等式，得到

Pr(|Ã′ − E[Ã′) ≥ ϵ · E[Ã]] ≤ 1
ϵ2E2[Ã′]

D2[Ã′]

=
D2[Ã′]

ϵ2E2[Ã′]

=
1

ϵ2
m

s
F,

(1)

上式的 F =
∑

c2ini∑
c2in2

i
.这是源于 E[Ã′] ≥

∑
i c

2in2
i，所以，只需约束 F 的上界.

由于三角不等式，如果 d(a, b) = ∆,则对任何 p ∈ V 必有 d(p, a) ≥ ∆
2
或 d(p, b) ≥ ∆

2
，即

每个顶点对应至少一条临边充分长。设最大的非空区间下标为 k = logc ∆,则有 k− logc 2 =

logc
∆
2
.根据 Ij 的定义，有

∑
k−logc 2≤j≤k nj ≥ n. 由鸽巢原理，存在 k − logc 2 ≤ j ≤ k，使

得 nj ≥ n
logc 2

. 令 P = {i : Ni ≥ t := αn} − j,对应权重充分大的边组成的集合，注意这里

的 α是一个待优化的参数。将 F 记为 N1+N2

M1+M2
,而M1 =

∑
i∈P c2in2

i ,M2 =
∑

i/∈P c2in2
i , N1 =∑

i∈P c2ini, N2 =
∑

i/∈P c2ini.由定义，N1

M1
≤ 1

t
.

N2 ≤ t
∑

c2i ≤ t
c2(k+1)

c2 − 1
≤ ∆2(1 + ϵ)2

ϵ
t
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而M2 ≥ (∆
2

n
log2c 2

)2,故而
N2

M2

≤ 1

n

4 log2
c 2α(1 + ϵ)2

ϵ
.

从而 F ≤ max(N1

M1
, N2

M2
). 设置 α = Θ(ϵ

3
2 ),得到 F = O(ϵ−3

2
1
n
). 接下来只需根据式(1)调

整算法输出坏结果的概率：设置 ϵ = Θ(δ), a = O(δ−
7
2 ),我们得到了一个常数概率下，时间

复杂度为 O( n

δ
7
2
)的 (1 + δ)-近似算法。
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